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Hamilton-Jacobi 方 程 的 对 称 约 化 和 精确 解 * 


^] B, EWR, EKHE 
(西北 大 学 数学 系 ， 西 安 710069) 
摘 要 : 对 称 群 法 是 研究 非 线 性 偏 微分 方程 对 称 约 化 和 精确 解 的 有 效 方法 。 本 文 利用 广义 条 件 对 称 方法 研 
究 容 许 二 阶 广义 条 件 对 称 的 Hamilton-Jacobi 方 程 。 对 一 些 类 型 的 Hamilton-Jacobi 方 程 ， 我 们 
得 到 了 该 类 方程 的 对 称 约 化 和 精确 解 。 
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1 引言 


Hamilton-Jacobi 方 程 在 诸如 十 典 力学 、 量 子 力学 、 控 制 论 等 等 方面 有 广泛 的 应 用 。 在 许多 
不 同 的 研究 方向 上 已 经 发 展 了 很 多 的 数学 理论 关于 Hamilton-Jacobi 方 程 解 的 构造 ， 粘 性 解 的 
存在 性 ， 惟 一 性 ， 解 的 奇 性 和 间断 等 等 叫 。 值 得 注意 的 是 ，Hamilton-Jacobi 方 程 可 以 去 描述 
非 线性 扩散 方程 的 长 时 间 行 为 ， 爆 破 率 和 几何 性 质 巴 。 研 究 Hamilton-Jacobi 方 程 的 解 将 有 助 
于 研究 非 线 性 扩散 方程 的 性 质 。 在 过 去 的 几 十 年 里 ， 有 许多 的 方法 被 提出 来 研究 非 线性 方程 的 
精确 解 B 和 ， 其 中 对 称 群 法 回 及 广义 条 件 对 称 法 (CLBS)ie 已 经 被 证 明 是 寻找 非 线性 偏 微 分 方程 
的 对 称 约 化 和 精确 解 的 有 效 方法 。 在 本 文中 ， 我 们 研究 Hamilton-Jacobi 方程 


uu 5-B(wu-C(u, teR*, zER, (1) 
允许 特征 为 如 下 形式 
N = üss + H(u)uz + F(u)u, + G(u) (2) 
的 广义 条 件 对 称 的 问题 ， 其 中 n € 民 ，B(w), C(u), H(u), F(u), G(u) È utf)782) 2GIB RA. 
我 们 将 利用 广义 条 件 对 称 法 解 出 方程 (1) 和 特征 (2) 中 待定 函数 的 表达 式 ， 并 利用 得 到 的 特征 将 


方程 做 约 化 ， 得 到 精确 解 。 
方程 (上 是 更 一 般 的 Hamilton-Jacobi 方 程 


ut = f(u, uz) (3) 


的 一 个 特殊 情况 ， 其 中 f(u, u) 是 一 个 关于 4 和 ws 的 光滑 函数 。 
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2 ” 非 线 性 发 展 方程 的 CLBS 


首先 ， 简 要 介绍 一 下 对 称 群 方法 并 给 出 关于 非 线性 发 展 方程 的 CLBS 的 一 些 基本 结果 。 
假设 ww- 阶 非 线性 发 展 方程 的 形式 为 





uz = E(x,t,u, u1,- ,Un), tcR*, rcR, (4) 
其 中 由 = Ou/60xi， 在 一 个 非 李 点 无 穷 小 变换 群 下 


让 —uc en(t, z,u,ui,--- ,UN) + O(€), 
ut = Ut 十 EDin(t, £, u, u1,- S ,UN) F O(e), 


Us = us t €Dsn(t z,u,ui,--- UN) + O(e)), 


是 不 变 的 ， 则 称 该 变换 为 方程 (4) 所 允许 的 群 。 这 个 群 等 价 于 一 个 演化 的 向 量 场 


oo à 
V= > Dj ——, 5 
kz0 "gu. 
HP RRA V RE. Hob 
2 iui mom Dic qa. qe 
* Ox m 二 Oux d x d i ' 


定义 1 dX V(w-E)rL-20. ERPLAEOSEBHANGRmSES. B 
u-E-0, DiDt(u-E)-0, jk-0,,2,-, 


则 向 量 场 (5) 被 称 为 是 方程 (4) If] Lie-Bücklund 对 称 。 

定义 2 dH 

V (ut A E)|Lnm = 0， 

EP MEDIEN = 0 关于 zz 的 全 部 微分 结果 的 集合 ， 即 Di = 0, j = 0,12……， 则 向 量 
场 (5) 被 称 为 是 方程 (4) 的 CLBS。 

命题 16] 方程 (4) 容许 CLBS (5) 的 充分 条 件 是 Din = 0。 

通过 命题 1 我 们 发 现 计算 CLBS 本 质 上 和 计算 Lie-Bicklund 对 称 的 方法 是 一 样 的 。 即 第 一 
EHV X (Qu —E) 作用 ， 这 里 的 Qu — E) 被 认为 是 一 个 关于 自 变量 为 直 £, U, ue wu ,un 的 
函数 。 第 二 步 是 通过 方程 一 瑟 =0 和 7=0 以 及 它们 的 微分 结果 


Di (u — E) — 0, Din = 0, j212,-, 


消去 ui j —0,1,2,- Mun, uN+41,…。 第 三 步 令 这 些 结果 为 零 就 得 到 一 个 线性 的 PDEs R 
统 ， 这 个 系统 被 称 为 决定 方程 组 。 解 决定 方程 组 就 得 到 了 CLBS 中 ”的 表达 式 。 第 四 步 
令 7 二 0， 就 可 以 将 偏 微 分 方程 对 称 约 化 为 常 微分 方程 组 ， 如 果 该 常 微分 方程 可 以 求解 ， 我 们 
就 可 以 得 到 偏 微分 方程 的 精确 解 。 
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3 ”主要 结果 


以 下 是 关于 方程 (1) 的 广义 条 件 对 称 和 精确 解 的 结果 。 
命题 2 ”如果 方程 (3) 容许 特征 是 % = uss +g(u, us) 的 CLBS， 则 函数 g(w, us) $ f(u, ux) iW 
RA 


f9« — 9fu — 2gus fuu, T 9 ficu. + fuuu? = Juls fus + fuusgu, = 0. (6) 


证 明 令 马 表示 方程 (3) 的 解 流 形 。 于 是 ve ERRA u WEHE). 9M3Xmm-O0lt 
解 的 集合 。 对 于 wu € MN EB， 我 们 有 


Utr = futs + fusus = futz E g fuz = A(u, us), Utgy = Auuz a gAu,, 
一 个 直接 计算 得 


Din = Uns + Ju, Ust + gut 


li 


fgu — 9f. — 2gus fuu, zn S fusus 十 fuuu? Quiz fus BU fuz gu, - 





于 是 由 命题 1， 命 题 2 得 证 。 证 毕 
根据 命题 2， 我 们 有 下 列 新 命题 。 
命题 3 ”如果 方程 (1) 的 容许 特征 为 (2) 的 CLBS， 则 函数 B(u), C(u), H(u), F(u) 81 G(u) iii 
足 条 件 


十 PH + Jau?*! + Jauk + Jsur t+ Jeu? + Jzu2 + Jaus + Jg = 0, (7) 
其 中 
h 2 —nH' c n(n1)H?, Jo — —nF' t 2n(n - 1)FH, 
Ja = —nG' + n(n 4 1)F? + 2n(n -- 1)HG, 
Ja = 2n(n+1)GF, Jg-mn(n-1)G, Jg—B"-—HB', 
Jı -—C0"4(HOy-2FB'—-0, J,2CF'-3GB', J9-CG' GC, 


这 里 及 以 后 的 “表示 关于 指示 变量 的 导数 。 
证 明 在 (6) 中 分 别 用 


uzt! + Bluus * C(u), H(u)ul-- F(u)u, + G(u) 


取代 g 和 了 ， 通 过 直接 计算 可 以 得 到 (7)。 证 毕 
方程 组 (7) 即 为 决定 方程 组 。 通 过 计算 决定 方程 组 (7)， 可 以 得 到 方程 (1) 和 特征 (2) 中 待定 
函数 的 表达 式 。 我 们 将 主要 结果 列 在 下 面 (具体 求解 决定 方程 组 的 过 程 省 略 )。 
命题 4 方程 


Ut = UŽ 十 Duan + (biao 一 ad)u? + au + az, (8) 


容许 特征 7 = wzz + aous 的 CLBS。 
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下 面 利用 所 得 CLBS 去 约 化 方程 和 求 精确 解 。 方 法 是 令 7 = 0， 得 方程 (8) 的 解 为 w = 
a(t)e-?»* + G(t), HF a(t) 和 6(t) 满 足下 列 方程 组 


o/ = 2(bia0 — a$)aB — byaga + aio, fF' = (biag — a2)? + aib + aa. 


命题 5 方程 
ut = u? 十 (4agu + 2bı Vu Jux + 4a2w? + 4agbiu? + 204u + Q2 Vu (9) 
容许 特征 为 
T] = xg 一 jud 十 agus 
的 CLBS。 


4 70 = 0， 得 方程 (9) 的 解 为 u = (o(t)e-** 十 B(t)]?， 其 中 Q(t) 和 6B(t) 满 足下 列 方程 组 


o! = 2a0B2a + 2a0obiaB + aio, bP' = 2a803 +2a0b1B? -- a1 + a, 


命题 6 方程 


1 1 
Ut 一 u? + biu?ur + gawi + 2azu? + 2az 一 gow’ 


容许 CLBS， 其 特征 是 


1 1 1 
N = Urs — uta ? + 6u)u, + zb1u? + agu + azu™! — ayu’. 
2u 8 8 
命题 7 方程 
us = wt! + aut us + biu + bourr, (10) 
容许 特征 为 
1 2 
TT Ues ma 
的 CLBS。 


令 n = 0， 得 方程 (10) KEA u = [a(bz+ LEE, RF a(t) RI (t) 满足 方程 组 


n 





/ nli 442 2 
= (2 二 - 二 bia, 
a ( - Joe aa Te 1X 
P x nolis 444 n b n b 
PSS ) a Boxer. uu T. m 


4A 总 结 


在 本 文中 ， 我 们 研究 了 具有 特定 函数 项 B(u) fll C(u) 的 Hamilton-Jacobi 方 程 容许 特征 是 二 
阶 的 CLBS 问题， 给 出 了 对 应 方程 解 的 结构 的 刻画 。 拓 展 这 里 的 方法 去 研究 高 维 Hamilton- 
Jacobi JFE u, = H(u, |Vu|) 是 一 个 有 意义 的 方向 。 
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Symmetry Reductions and Exact Solutions of 
Hamilton-Jacobi Equations 


GOU Ming, WANG Li-zhen, QU Chang-zheng 


(Department of Mathematics, Northwest University, Xi'an 710069) 


Abstract: The symmetry group related methods have been proven to be effective to study the sym- 
metry reductions and exact solutions of nonlinear partial differential equations. The conditional Lie- 
Bäcklund symmetry method is developed to study Hamilton-Jacobi equations which admit second order 
conditional Lie-Bácklund symmetries. For certain equations, symmetry reductions and exact solutions 
to the resulting equations are obtained. 
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